
Teoria Miary i Caªki

Bartosz Kwa±niewski

Wykªad 10

Caªka z dowolnej funkcji mierzalnej

krok funkcja wzór

(1) f =
n∑

i=1

yi1Ai
prosta

∫
X f dµ :=

n∑
i=1

yiµ(Ai )

(2) f  0 nieujemna mierzalna

∫
X f dµ := lim

n→∞

∫
X fn dµ

gdzie fn ↗ f funkcje proste

(3) f dowolna mierzalna
∫
X f dµ :=

∫
X f + dµ−

∫
X f − dµ

f +, f −  0 cz¦±¢ dodatnia, ujemna funkcji f 1 / 11



Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡. Je±li f : X → R mierzalna, to

f +(x) := max{f (x), 0}, f −(x) := −min{f (x), 0} mierzalne (Wykªad 8)

f = f + − f −, f +, f −  0 min{f +, f −} = 0.

f

= �

f + f −

Def. Funkcja mierzalna f : X → R jest µ-caªkowalna je»eli∫
X f + dµ <∞ oraz

∫
X f − dµ <∞. Wtedy∫

X
f dµ :=

∫
X
f + dµ−

∫
X
f − dµ

nazywamy caªk¡ Lebesgue'a z funkcji f wzgl¦dem miary µ.

L(µ) := {f ∈M(f ) :
∫
X f ± dµ <∞} zbiór funkcji µ-caªkowalnych

Uw. Ta de�nicja jest zgodna z poprzedni¡: f  0 =⇒ f + = f i f − = 0.
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Lem. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

1 f ∈ L(µ)

2 f +, f − ∈ L(µ)

3 |f | ∈ L(µ)

4 ∃g∈L(µ) |f | ¬ g

Dowód: (1)=⇒(2) z de�nicji.

(2)=⇒(3). Skoro |f | = f + + f −, to z addytywno±ci caªki dla funkcji

nieujemnych (Wn1 Wykªad 9)∫
X |f | dµ =

∫
X f + + f − dµ =

∫
X f + dµ+

∫
X f − dµ <∞

Czyli |f | ∈ L(µ).

(3)=⇒(4). Wystarczy wzi¡¢ g := |f |.
(4)=⇒(1). Skoro f +, f − ¬ |f | ¬ g , to z monotoniczno±ci caªki dla

funkcji nieujemnych (Lem Wykªad 9)∫
X f + dµ,

∫
X f − dµ ¬

∫
X |f | dµ ¬

∫
X g dµ <∞ �

�Caªkowalno±¢ w sensie Lebesgue'a
jest absolutna (bezwgl¦dna)�
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Tw. (podstawowe wªasno±ci caªki)

Dla f , g ∈ L(F) oraz α ∈ R mamy

1 α · f ∈ L(F) oraz
∫
X αf dµ = α

∫
X f dµ

2 f + g ∈ L(F) oraz
∫
X f + g dµ =

∫
X f dµ+

∫
X g dµ

(liniowo±¢)

3 max{f , g} ∈ L(µ), min{f , g} ∈ L(µ) (krata)

4 f ¬ g =⇒
∫
X f dµ ¬

∫
X g dµ (monotoniczno±¢)

5 |
∫
X f dµ| ¬

∫
X |f | dµ (oszacowanie moduªu caªki)

Dowód: (1). Je±li α  0, to (αf )+ = αf + oraz (αf )− = αf −, sk¡d na

mocy Wn1 (Wykªad 9), (αf )+, (αf )− ∈ L(µ) oraz∫
X αf dµ

def
=
∫
X (αf )+ dµ−

∫
X (αf )− dµ =

∫
X αf

+ dµ−
∫
X αf

− dµ

Wn1
== α

∫
X f + dµ− α

∫
X f − dµ = α

(∫
X f + dµ−

∫
X f − dµ

)
def
= α

∫
X f dµ

Je±li α < 0, to (αf )+ = (−α)f − oraz (αf )− = (−α)f +, sk¡d na mocy

Wn1 (Wykªad 9), (αf )+, (αf )− ∈ L(µ) oraz
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∫
X αf dµ

def
=
∫
X (αf )+ dµ−

∫
X (αf )− dµ

=
∫
X (−α)f − dµ−

∫
X (−α)f + dµ

Wn1
== (−α)

∫
X f − dµ− (−α)

∫
X f + dµ

= α
(∫

X f + dµ−
∫
X f − dµ

) def
= α

∫
X f dµ.

(2). Zauwa»my, »e je»eli f = f1 − f2, gdzie f1, f2  0 caªkowalne, to

|f | ¬ f1 + f2 ∈ L(µ) (Wn1 Wykªad 9). Zatem f ∈ L(µ). Ponadto∫
X
f dµ =

∫
X
f1 dµ−

∫
X
f2 dµ (†)

Rzeczywi±cie, skoro f + − f − = f1 − f2, to f + + f2 = f − + f1 i st¡d∫
X f + + f2 dµ =

∫
X f − + f1 dµ

Wn1⇐⇒∫
X f + dµ+

∫
X f2 dµ =

∫
X f − dµ+

∫
X f1 dµ ⇐⇒∫

X f + dµ−
∫
X f − dµ =

∫
X f1 dµ−

∫
X f2 dµ

def⇐⇒ (†).

Teraz zauwa»my, »e f + g = (f + + g+)− (f − + g−) jest ró»nic¡

dwóch nieujemnych funkcji caªkowalnych. Zatem f + g ∈ L(µ) oraz
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∫
X f + g dµ

(†)
=
∫
X (f + + g+) dµ−

∫
X (f − + g−) dµ

Wn1
==

∫
X f + dµ+

∫
X g+ dµ−

∫
X f − dµ−

∫
X g− dµ

=
∫
X f + dµ−

∫
X f − dµ+

∫
X g+ dµ−

∫
X g− dµ

def
==

∫
X f dµ+

∫
X g dµ.

(3). |f |+ |g | ∈ L(µ) na mocy Lem oraz Wn1 (Wykªad 9). St¡d

|max{f , g}| ¬ max{|f |, |g |} ¬ |f |+ |g | Lem
=⇒ max{f , g} ∈ L(µ),

|min{f , g}| ¬ min{|f |, |g |} ¬ |f |+ |g | Lem
=⇒ min{f , g} ∈ L(µ).

(4). Je±li f ¬ g , to g − f  0 i st¡d∫
X

g dµ =
∫
X

f + (g − f ) dµ
(2)
=
∫
X

f dµ+
∫
X

g − f dµ 
∫
X

f dµ.

(5). Zauwa»my, »e f ,−f ¬ |f | = max{f ,−f }. Zatem

|
∫
X f dµ| = max{

∫
X f dµ,−

∫
X f dµ} (1)

= max{
∫
X f dµ,

∫
X −f dµ}

(4)

¬
∫
X |f | dµ. �
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Stw. Je±li µ =
∑

i∈I αiµi jest kombinacj¡ miar {µi}i∈I na (X ,F),
{αi}i∈I ⊆ R+, to dla funkcji mierzalnej f : X → R mamy

f ∈ L(µ) ⇐⇒
∑

i∈I αi

∫
X |f | dµi <∞.

Je±li f jest µ-caªkowalna, to∫
X

f dµ =
∑
i∈I
αi

∫
X

f dµi (szereg bezwgl¦dnie zbie»ny)

Dowód: (1). Je»eli f =
∑n

k=1
yk1Ak

nieujemna funkcja prosta, to∫
X

f dµ
def
=

n∑
k=1

ykµ(Ak) =
n∑

k=1

yk
∑
i∈I
αiµi (Ak) =

∑
i∈I
αi

n∑
k=1

ykµi (Ak)

def
=
∑
i∈I
αi

∫
X

f dµi .

(2). Je»eli f  0, to istniej¡ funkcje proste fn ↗ f oraz∫
X

f dµ
Levi
= lim

n→∞

∫
X

fn dµ
(1)
= lim

n→∞

∑
i∈I
αi

∫
X

fn dµi =
∑
i∈I
αi lim

n→∞

∫
X

fn dµi

Levi
=
∑
i∈I
αi

∫
X

f dµi .
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(3). Je»eli f : X → R dowolna, to f ∈ L(µ) ⇐⇒
∫
X |f | dµ <∞

(2)⇐⇒∑
i∈I αi

∫
X |f | dµi <∞. Je±li to zachodzi, to∑

i∈I
|αi

∫
X

f dµi | ¬
∑
i∈I
αi

∫
X

|f | dµi <∞ (szereg absolutnie zbie»ny)

Zatem∑
i∈I
αi

∫
X

f dµi
def
=
∑
i∈I
αi (
∫
X

f + dµi −
∫
X

f − dµi ) (bezwzgl¦dnie zbie»ny)

=
∑
i∈I
αi

∫
X

f + dµi −
∑
i∈I
αi

∫
X

f − dµi

(2)
=
∫
X

f + dµ−
∫
X

f − dµ
def
=
∫
X

f dµ �

Prz1. (Miara Diraca) Niech µ = δx0 miara probablistyczna skupiona

w punkcie x0 ∈ X , tzn. δx0(A) :=

{
1, x0 ∈ A

0, x0 6∈ A
, A ⊆ X .

x0

Wtedy ka»da

funkcja f : X → R jest caªkowalna oraz∫
X
f dδx0 = f (x0)
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Dowód: (1) Je±li f  0 funkcja prosta, to f =
n∑

i=1

yi1Ai
, gdzie {yi}ni=1

ró»ne oraz X =
⊔n

i=1
Ai . Wtedy x0 ∈ Ai0 dla dokªadnie jednego

i0 = 1, ..., n oraz f (x0) = yi0 . St¡d∫
X f dδx0 =

n∑
i=1

yiδx0(Ai ) = yi0 = f (x0).

(2) Je±li f  0 mierzalna, to istnieje ci¡g nieujemnych funkcji prostych

{fn}∞n=1
taki, »e fn ↗ f . Wtedy∫
X f dδx0

Levi
= lim

n→∞

∫
X fn dδx0

(1)
= lim

n→∞

∫
X fn(x0) = f (x0).

(3) Je±li f dowolna mierzalna, to f = f + − f −, gdzie f +, f −  0

mierzalne oraz∫
X f dδx0

def
=
∫
X f + dδx0 −

∫
X f − dδx0

(2)
= f +

n (x0)− f −n (x0) = f (x0).

�
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Prz2. (Miara licz¡ca) Niech (X , 2X , µ) przestrze« z miar¡ licz¡c¡,

tzn. µ(A) = |A| dla A ⊆ X . Zauwa»my, »e µ =
∑

x∈X δx . Zatem

f : X → R jest caªkowalna ⇐⇒
∑

x∈X |f (x)| <∞ i wtedy∫
X
f dµ =

∑
x∈X

f (x)

Prz3/Tw. (Miara Lebesgue'a) Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a na

przedziale [a, b]. Ka»da funkcja f : [a, b]→ R caªkowalna w sensie

Riemanna, jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a oraz∫
[a,b]

f dλ =

∫ b

a
f (x) dx

Ale np. f = 1Q∩[a,b] nie jest caªkowalna w sensie Riemanna, a jest

caªkowalna w sensie Lebesgue'a oraz
∫

[a,b] 1Q∩[a,b] dλ = 0.

Körner

I know of some universities where the Lebesgue integral is taught in the �rst

year instead of the Riemann integral, but I know of no universities where

students learn the Lebesgue integral in the �rst year. 10 / 11



Prz4. (Prawdopodobie«stwo) Niech (Ω,F ,P) przestrze«

probabilistyczna i niech ξ : Ω→ R zmienna losowa. Wtedy

ξ jest P-caªkowalna ⇐⇒ ξ posiada warto±¢ oczekiwan¡

E (ξ) :=

∫
Ω
ξ dP warto±¢ oczekiwana ξ.

Je±li Ω = {ω1, ω2, ...} przeliczalna i pi = P({ωi}), to P =
∑

i piδωi

ξ posiada warto±¢ oczekiwan¡ ⇐⇒
∑

i pi |ξ(ωi )| <∞ i wtedy

E (ξ) =
∑
i

ξ(ωi )pi

Tw. Je±li rozkªad zmiennej losowej ξ, tzn. miara µξ(A) := P(ξ−1(A)),
A ∈ B(R), posiada g¦sto±¢, czyli λ-caªkowaln¡ funkcj¦ f : R→ R
tak¡, »e µξ(A) =

∫
A f dλ, dla A ∈ B(R), to

E (ξ) =

∫
R
xf (x) dx (caªka wzgl¦dem λ)
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